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Logika

Kordula Swietorzecka

Ontologiczny dowod Godla
z ograniczong redukcja modalnosci

Zakres nazwy ,,logika” jest oczywiscie sprawa konwencji, ale nazy-
wanie logika teorii prowadzacej do mocnych rozstrzygnigé egzysten-
cjalnych nasuwa powazne watpliwosci. [Lepiej bytoby] powiedzieé,
ze dowdd Lematu Leibniza [zgodnie z ktorym istnienie bytu najdo-
skonalszego nie jest niemozliwe] i dalsze kroki [argumentu ontolo-
gicznego] odbywaja si¢ w ramach pewnej teorii formalnej dotyczace;j
poje¢ modalnych, a nie majg charakter czysto logiczny.

J. Wolenski, Gaunilon dzisiaj

Stowa kluczowe.: dowdd ontologiczny, K. Godel, dowdd na istnienie Boga, teodycea,
formalizacja

Wybér rachunku o odpowiedniej mocy dedukcyjnej, na ktorym chcemy oprzec
jakas teorig, oraz wskazanie jej aksjomatow specyficznych sa uzaleznione od
tego, co jestesmy gotowi uzna¢ za specyfike charakteryzowanych przez tg teo-
ri¢ poje¢ w klasie dopuszczalnych jej interpretacji. Od takich rozstrzygnieé
zalezy takze pragmatyczna warto$¢ konstruowanej teorii — to one decyduja
o kwalifikacjach pragmatycznych aksjomatéw, m.in. w zwiazku z ich logicz-
nym lub pozalogicznym statusem. Mimo Ze nie istniejg ogolne kryteria ,,odpo-
wiednich” wyboréw w tych sprawach, to w niektorych sytuacjach daje si¢ usta-
li¢ przynajmniej jakie$ ,.graniczne” przypadki, ktore trywializuja analizowany
problem lub uniemozliwiajg jego rozwigzanie, a niekiedy zbg¢dnie rozstrzygaja
kwestie z nim zasadniczo niezwigzane. Ich wskazywanie jest przy tym o tyle
uzasadnione, ze mozna w ten sposob istotnie zawezi¢ spektrum akceptowal-
nych formalizacji podnoszonego zagadnienia.
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Prezentowane rozwazania sa efektem poszukiwania ,,odpowiedniej”
i zarazem mozliwie stabej podstawy formalnej ontologicznego argumentu na
konieczne istnienie Boga, naszkicowanego przez K. Godla.

Dotychczasowe modalne rekonstrukcje notatki Godla z 1970 roku zaty-
tutowanej Ontologischer Beweis odwotuja si¢ najczesciej do uzupelnienia
D. Scotta i opieraja argumentacje Gddla na réznych kwantyfikatorowych roz-
szerzeniach logiki modalnej S5 lub B. Bezsporne jest tez, ze zamierzong przez
samego autora charakterystyka modalno$ci byl wtasnie system S5. Znaczenie
funktoréw modalnych w S5 (i B) umozliwia okreslong konstrukcje argumentu
ontologicznego, jednak z drugiej strony moze by¢ uwazane takze za zrodio
stabos$ci opartej na nim teorii Absolutu. Gdy taka teori¢ zechcemy wzbogaci¢
1 wzig¢ pod uwage w szczegolnosci mozliwe egzystencjalne relacje migedzy
Absolutem a innymi (przygodnymi) indywiduami, modalnosci o i ¢ wydaja
si¢ nie podlega¢ redukcji charakterystycznej dla systemow S5 i Bl

Standardowe rozszerzenie S5 lub B do logiki kwantyfikatorowej uwiktane
jest w kolejne znane trudnosci. W odpowiednio rozbudowanej standardowe;j
semantyce §wiatow mozliwych rozstrzyga si¢, ze modele tych logik majg state
uniwersum indywiduow, i to ograniczenie dziedziczg interpretacje opartych na
nich teorii2. Tymczasem tego rodzaju rozstrzygnigcie nie ma zwiazku z zasad-
niczym problemem rozwazanym w formalizmie Godla3.

W ponizej zaproponowanej wersji argumentu Godla ograniczymy redukcje
modalnosci S5 do wybranego specyficznego kontekstu dotyczacego istnienia
Absolutu. Logika, ktéra pozwala zachowa¢ konstrukcje argumentacji Godla,
okaze si¢ system S4. Otrzymang teori¢ skojarzymy z semantyka Swiatow moz-
liwych z mozliwie zmiennymi uniwersami. Istnienie indywiduéw wyrazimy
za pomocg kwantyfikatora 3 zinterpretowanego aktualistycznie, bez uzycia
pierwotnego predykatu istnienia.

1. Argumentacja Godla i jej prototyp
— formalizm C. Hartshorne’a

Komentatorzy formalizacji Godla sg zgodni w kwestii filozoficznych odniesien
naszkicowanego przez niego argumentu?. Jak powszechnie si¢ uwaza, gtéwng

I Odnosnie tej redukcji mozna probowac na nowo podjaé¢ krytyke w stylu Gaunilona — tym
razem (dla S5) kwestionowaliby$my to, ze mozliwo$¢ koniecznego istnienia dowolnego obiektu naj-
doskonalszego w jakiej$ klasie (,,Najdoskonalszej Wyspy™) pociaga za soba jego konieczne istnienie.

2 Taka semantyke dla swoich wersji argumentu Godla przyjmuja np. J. Czermak (2002)
i P. Hajek (2002).

3 Interpretacje M. Fittinga (2002) i S. Kovaca (2003) dopuszczaja zmienno$¢ uniwersum
indywidudw.

4 Szczegdtowe ich omowienie mozna znalez¢ np. w: Czermak 2002.
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inspiracj¢ stanowit dla Godla wyklad Leibnizjanskiej filozofii Boga. Podobnie
jak Leibniz, Godel opart swoj dowod na pierwotnym pojeciu pozytywnosci
(positiveness), ktore koresponduje z Leibnizjanskim perfectio, i przejat idee
Boga jako subiectum omnium perfectionum. Drugie podobienstwo do koncep-
cji Leibniza zasadza si¢ na samej strukturze argumentacji, odnotowanej za
pomoca wspotczesnej logiki modalnej juz przed Gédlem przez C. Hartshorne-
’a. Godel znal proby Hartshorne’a; zachowat tez zasadnicza konstrukcje jego
formalizmu, ale swoja argumentacj¢ istotnie rozbudowatl, uzasadniajac odpo-
wiedniki dwoch zasadniczych aksjomatéw Hartshorne’a.

Formalizacja Hartshorne’a (1962) jest sformutowana w jezyku zdaniowym
z klasycznymi funktorami prawdziwo$ciowymi, operatorami modalnymi o, 0,
do ktorego dodano stata zdaniowa:

o*=: Byt najdoskonalszy istnieje.

Za podstawe formalng przyjmuje si¢ zdaniowg logike S3, ktora powstaje
przez rozszerzenie klasycznej logiki zdaniowej o aksjomaty o nastepujacych
postaciach:

(K)o (A—> B) > (A —> oB)
(TMoA—> A
(5) OoA - oA
(0/0) OA & —o0—-A
oraz regute wprowadzania konieczno$ci:
(Nec) A =0A.
Hartshorne uzywa w swojej formalizacji implikacji Scistej (=), ktora dalej
bedziemy eliminowac na podstawie rownowazno$ci:
(/0) (A= B) < o(A > B)
Aksjomatami specyficznymi formalizacji Hartshorne’a sg nastepujace dwa zdania:
(LAp) o = oo™

(Lemat Anzelma: Jezeli najdoskonalszy byt istnieje, to istnieje koniecznie)
(LLH) —0— a*

(Lemat Leibniza: Istnienie bytu najdoskonalszego nie jest niemozliwe)

Dowdd gtownej tezy o koniecznym istnieniu bytu najdoskonalszego, korespon-
dujacy z argumentacjg Godla, wyglada nastepujaco:’

TH. oo*

5 Omowienie oryginalnego dowodu Hartshorne’a i logik, na ktorych mozna go oprze¢,
prezentuje J. Perzanowski (1994a).
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Dowaod:
1. 0o [LL, (0/0)]
2.0(a" > oa’) [LAg (2/0)]
3. ¢a*— Ooa” [2, K]
4. 0oa” — oo’ [(5)]
5. 00" — oa* [3, 4]
6. oa* [5, 1]

Uprzedzajac systematyczng prezentacje Godlowskiego formalizmu, odnotujmy
w nim odpowiedniki Lematu Anzelma i Lematu Leibniza (wyrazenie Gx czy-
tamy: x jest Bogiem):

(LA) o(3,Gx - o3,Gx)
(Istnienie Boga pocigga za sobg Jego konieczne istnienie)

(LL) 03,Gx
(Istnienie Boga jest mozliwe)

Podobienstwo argumentacji Godla i Hartshorne’a w kluczowym fragmencie
jest oczywiste. Wykorzystujac aparat logiki zdaniowej S5, mozemy uzyskac
gtéwng tezg argumentacji Godla w taki sam sposob, jak TH:

TG. 03,Gx
(Konieczne jest to, ze Bog istnieje)

Jak juz powiedzieli§my, formalizm Gdodla jest pod wieloma wzgledami bogat-
szy od teorii Hartshorne’a. Godel uzasadnia lematy L4 i LL, chcac w ten spo-
sob zrealizowa¢ znang ide¢ Leibniza. Po pierwsze, stara si¢ naprawi¢ btad
w argumentacji Kartezjusza wielokrotnie wskazywany przez Leibniza, a pole-
gajacy na braku uzasadnienia jednej z kluczowych przestanek, zgodnie z ktorg
idea Boga jako podmiotu wszystkich doskonatosci jest mozliwaé. Po drugie,
w teorii Godla zyskuje uzasadnienie takze druga przestanka argumentacji Kar-
tezjanskiej — sam lemat Anzelma. Aby uzupetni¢ dowdd ontologiczny, Gddel
przyjmuje aksjomaty charakteryzujace kluczowe pierwotne pojecie doskonato-
Sci (perfekcji), oraz definicj¢ Boga jako podmiotu wszystkich perfekcji i kwa-
lifikacji koniecznego istnienia. W strukture dowodow LA i1 LL sa takze istot-
nie uwiktane modalnosci o i ¢, jednak nie w zwigzku z charakterystycznymi
prawami S5 lub B, i ten fakt stwarza okazj¢ do podjecia proby konstrukcji
modalnie stabszej wersji formalizmu Godla.

6 QOdniesienia zrodtowe i komentarz J. Perzanowskiego znalez¢ mozna w: Leibniz 1994:
67-76.
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2. Wersja S4 formalizacji Godla — teoria TGy,

Prezentowang teori¢ wyrazimy w jezyku, do ktorego stownika naleza:

(i) zmienne indywiduowe (/V): x, v, z, ...; (ii) zmienne predykatowe pierwszego
rzedu (PV): ¢,y, ...; (iii) stale pierwszego rzedu: G, E czytanie odpowiednio:
... jest Bogiem, ... koniecznie istnieje; (iv) stata predykatowa drugiego rzgdu
P — wlasnosé ... jest pozytywna; (v) symbole logiczne: =, —, A, VvV, =, <>, V,
3, = (identyczno$¢ pierwszego rzedu), O, ¢ i (vi) nawiasy.

Termy predykatowe (P7T) i formuty (FOR) sa zdefiniowane indukcyjnie:

(i) G,E e PIT,PV cPT

(ii) jezeliz € PT,tot € PT

(iii) jezelix € IV,7 € PT, to tx € FOR’

(iv) jezelix,y e IV, tox =y € FOR

(v) jezeli z € PT, to P(r) € FOR

(vi) jezeli A,B € FOR, x € IV, ¢ € PV, to:

—A, (AAB), (AvB),(A—B),(A <> B),V, A, 3,A,V, A, 3, A,0A,0A € FOR

Do PT i FOR naleza wylacznie wyrazenia opisane przez powyzsze warunki.

Zbiér wolnych zmiennych indywiduowych w formule A oznaczymy: FIV(A),
zbidr wolnych zmiennych predykatowych w A: FPV(A).

Logika, na ktorej oprzemy teori¢ 7Ggy, jest wyznaczona przez:

— tautologie klasycznej logiki zdaniowej

— aksjomaty logiki predykatow pierwszego i drugiego rzedu o nastepujacych
postaciach:
(APredl) V, A — A}
(APred2) vV, A — A7

Wyrazenie A; (odpowiednio: Af) powstaje z A przez wstawienie w miejsce
wszystkich wolnych wystapien zmiennej x (odpowiednio: ¢) zmiennej y (odpo-
wiednio: termu 7).

— aksjomaty dla identycznosci pierwszego rzedu:
(Aidl) x =x
(Aid2) x =y A A > A [x/y]

7 Kontekst decyduje o przedmiotowym lub metajgzykowym uzyciu niektorych zmiennych.



26 Kordula Swietorzecka

(Formuta A [x/y] powstaje z A w wyniku zastgpienia niektorych wolnych
egzemplarzy zmiennej x zmienng y).

— aksjomaty zdaniowej logiki modalnej S4:
(K)o (A— B) > (0A > oB)
(TYoA—> A
(4) oA > ooA
(O\o) A & —0-A
— oraz pierwotne reguty wnioskowania:
(MP) A,A—>B=B
(RPredl) A—> B =A - V, B, gdzie x ¢ FIV(A)
(RPred2) A - B =A -V, B, gdzie ¢p ¢ FPV(A)
(Nec) A=0A

Do zbioru tez teorii 7Gg, zaliczymy ponadto:
— podstawienia schematu definicyjnego:
(Cl) tx -
(x posiada dopetnienie wlasnosci t wtw, gdy x nie posiada )
(C2) Gx <> V,(P(p) = ¢x)
(Bog jest podmiotem wszystkich wlasnosci pozytywnych)
(C3) Ex <>V, (pEss.x — 0 3, ¢x)
(pEss. x czytamy: wlasnosc¢ ¢ jest istotq x-a)
(x koniecznie istnieje wtw, gdy kazda jego istotna wlasnos¢ z koniecznosci
przystuguje czemus)

Wyrazenie tEss. x jest metajezykowym skrotem dla formuty:

™AV (px — 0 Vi (x - yx))
— aksjomaty specyficzne:
(A1) P(r) <> — P(v)
(Dowolna wtasnos¢ albo jej dopetnienie sq pozytywne)
(A2) P(g) - 0P(p)
(Bycie wlasnoscig pozytywng jest konieczne)
(A3) P(E)
(Konieczne istnienie jest pozytywne)
(A4) O(P(p) A o Vlpx > yx) > P(y))
(Konieczne jest, by kazda wltasnosc, ktorg z koniecznosci pocigga dowolna
wlasnos¢ pozytywna, byta takze pozytywna)
(A5) P(G)
(Wiasnosé bycia Bogiem jest pozytywna)
(A6) 0o3,Gx — o3, Gx
(Jezeli mozliwe jest to, ze koniecznie istnieje Bog, to Bog istnieje z koniecz-
nosci)
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W komentarzu do naszej formalizacji zwro¢my uwage na nastgpujace

punkty.

1.

Przyjmujemy stabsza wersje charakterystyki predykatu identycznosci.
Godel uzywa w swojej notatce symbolu = w kontekscie ze zmiennymi
indywiduowymi, ale nie wskazuje na preferowane (stabe lub mocne) jego
znaczenie (niektore konsekwencje przyjecia kazdego z nich w wersji Scotta
opisatam w: Swietorzecka 2012).

Zakladana logike ostabiamy takze przez to, ze nie bierzemy pod uwage
wszystkich podstawien schematu definicyjnego, ale tylko te, ktére wpro-
wadzaja: 7, G i E. W naszej stabej wersji nie potrzebujemy operatora A
i wykluczamy mozliwo$¢ uzyskania ewentualnego ,,krachu modalnosci”
— na gruncie naszej teorii nie jest tezg kazde podstawienie implikacji
A — oA (Kwestia mozliwych sposobow otrzymania takiego efektu w roz-
nych uzupehieniach notatki Godla jest szeroko dyskutowana za sprawa H.
Sobela z 1987 roku. W argumentacji Sobela kluczowe jest zastosowanie
operatora A do formutl domknigtych przy jednoczesnym braku ograniczen
stosowalnosci reguty (Nec); por. Kovac 2003).

Charakterystyka modalno$ci w ramach §4 wymaga wzmocnienia oryginal-
nego aksjomatu:

(A04) P(p) A O V(px = yx) = P(y)

do jego koniecznosciowego domknigcia (A4).

Pozostale aksjomaty specyficzne oryginalnej wersji formalizmu sg réwno-

wazne swoim koniecznosciowym domknigciom juz na gruncie S4.

Niech =" oznacza inferencj¢ bez (Nec). Odnotujmy, ze:

Fakt 1. Dla kazdego aksjomatu specyficznego (A4i):

TGy =" (4i) — 0(Ai).

Dowod:
Dla (4i) =: (A1) mamy:(P(7) <> — P(2)) <> 0 (P(7) — — P())
Niech A =: P(7) oraz B =: P(¢). Wowczas:

1.A+ —B [(AD)]

2. (=0B ADA) v(oB A =0A) [(A2), (T), (¢/o), 1]
3.0 (—=BAA) vo(BA—-A) [(K), (¢/d), 2]

4. 0 (Ao—B) [(K), 3]

Dla (4i) =: (A2) mamy: (P(¢) = 0 P(p)) — o(P(p) - o P(p))
Skorzystamy z tego, ze:

(*) 0 P(p) = P(p)
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Niech A =: P(p). Mamy:
1.A—> DA [(A2)]
.0A > DA [*, 1]
. 00A — 0A [S4]
0A — OoA [S4]
00A - ooA  [2, 3, 4]
. 0—-0A v ooA [(¥/o), 5]
. 0(=0AvoA)  [(K), 6]
.0(CA —> 0A) [7]
9. o(A—>0A) [*, (T), 8]

SN e NV N NN

Dla (4i) =: (A3) i (AS) implikacje postaci (4i) — 0O(4i) otrzymujemy na pod-
stawie (A2).

Dla (4i)=: (A6) uzyjemy tautologicznego schematu S4:
(¥ %) oA v 0B < o(oA v oB)

Teraz niech A =: 3,Gx. Mamy:
1. OnA > DA [(A6)]
2.0-0A VA [(K), 1]
3. 0(o—oA v OA) [ %, 2]
4. 0(0oA —> oA)  [(K), 3]

W zwigzku z Faktem 1 zwro¢my uwage takze na to, ze wzmocnienie orygi-
nalnej wersji (A04) do (A4) nie odgrywa roli w dowodzie gtownej tezy 7G.
Do dowodu LL wystarczy (A04) (por. L1), a w dowodzie LA nie korzystamy
ani z (A04), ani z (A4).

Uzupehijmy teraz argumentacj¢ Godla o dowody lematow LL 1 LA.
Lemat LL otrzymujemy z lematu:
L1. P(p) — 03,px

Dowod:
1. P(p) A 0V (P(p) = ¢x) = P(p) [(A4)]
2. P(p) A OV(P(p) > —9x) > = Plp)  [(Al), 2, (C1) ]
3. P(p) — 03,Gx [(O/m), (3/V1), 2]

Na podstawie (L1) mamy: P(G) — 03,Gx. Stosujemy (AS) i otrzymujemy LL.
W dowodzie LA korzystamy z:
L2. Gx - GEss.x
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Gx = V,(P(y) - yx)
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[(C2)]

2. P(y) > V(Gx = wx) [1]

3. oP(y) > oV (Gx = wx) [(Nec), 2]

4. P(y) » oV (Gx — wx) [(A2), 3]

5. Gx = (P(y) — yx) [1]

6. Gx = (yx = P(y)) [5, (A1), (CD)]
7. Gx > Gx AV (yx = 0V (Gx — yx)) [4, 6]

8. Gx —> GEss. x [7]

L3. GEssx — (Ex — 03,Gx) [z (C3)]

L4. Gx - Ex [(C2), (A3)]

Najpierw dowodzimy:
(LA4")

Dowod:

1.
2.
3.

Gx — (Ex— 03,Gx)
Gx — 03d,Gx
3,Gx — 03,Gx

i wobec Faktu 1 mamy:
(L4)

3,Gx — od,Gx

[L2, L3]
[1, L4]
(2]

o(3,Gx - o3d,Gx)8

Na koniec podajmy jeszcze dowdd gtownej tezy TG, w ktorym korzystamy
z (A6):
TG. o3,Gx

Dowod:

1.
. 0(3,Gx —» o3l,Gx)
. 03,Gx — 0o3,Gx)
. 03,Gx —» 03,Gx)
. 03,Gx

W B W N

03,Gx

[LL]

[LA]

[2, (K), (0 /0)]
[3, A6 (1)]

[1, 4]

Por. komentarz do Faktu 1.
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3. Interpretacja TG, w semantyce Swiatow mozliwych
ze zmiennymi dziedzinami

W interpretacji naszej teorii skorzystamy z konstrukcji zaproponowanej przez
Kovaca (2003). Modyfikujemy w niej pojecie modalnego ultrafiltru i zmie-
niamy poje¢cie modelu. Catos¢ upraszczamy i formutujemy jezyku w teorii
zbioréw.

Przyjmijmy, ze ramg jest uporzgdkowana szostka K = <W, D, Prop, O, R,F>,
gdzie:

(1r) W, D sa niepustymi i roztagcznymi zbiorami odpowiednio swiatow mozli-
wych 1 indywiduow, tj. W, D = S, WD =

(2r) Prop < (2P)7 jest zbiorem funkcji takich, ze kazda z nich przyporzadko-
wuje kazdemu $wiatu mozliwemu w € W podzbior zbioru D

(3r) O: W — 2D jest funkcja, ktora kazdemu $wiatu mozliwemu w € W przy-
porzadkowuje podzbior zbioru D, przy czym: V,, OQ(w) # &

(4r) R < WxW jest relacja dostepnosci Swiatow mozliwych

(5r) F jest modalnym ultrafiltrem nad zbiorem D

Modalnym ultrafiltrem F nad zbiorem D jest funkcja, ktora kazdemu §wiatu
mozliwemu w € W przyporzadkowuje zbior funkcji w taki sposob, ze:
(1u) Niech p(w) = D dla kazdego w € W.

Wowczas: V,,cpp € F(w)

(2u) Niech N bedzie skofczonym lub nieskonczonym zbiorem indeksow.
Mamy:
[Vien o € F(w) oraz ¥, Bw") = Nicy o(w)] = B & F(w)

(Bu) o; € F(w) oraz V¥, (WRw'= o, (w') < a,(w")) = ao; € F(w)

(4u) Niech o (w) = Dla(w) dla kazdego w € W.
Wowczas: oo e F < o ¢ F

(6r) Niech N bedzie zbiorem indeksow oraz V,;.y o, € F(w).
Woéwczas: jezeli B(w) = N;cn o (w), to:
3,V (WRw'" = B(w') # D) = V,.fw") = I

(7r) ae Fw) =V, WRw = aec FWw))

(8r) o, y, n € Prop. ess, = {d:d € o(w) oraz V. (dey(w) = V, (wRw'
= aWw') cyw'))} oraz n(w) = {d:V,(deess,,, = VYV, (WRw' =

are o d'ea(w))}.
Wowczas: V,, 1 € F(w).
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Skomentujmy wprowadzone pojgcia.

1. Funkcja Q przyporzadkowuje swiatom mozliwym mozliwie rézne uniwer-
sa indywiduow.

2. Elementy zbioru Prop sa ekstensjonalnymi odpowiednikami wlasnosci zre-
latywizowanych do $wiatow mozliwych. Kazdy z nich jest funkcja, ktora
odnotowuje zmienno$¢ dowolnej witasnosci w réznych $wiatach mozli-
wych. Zauwazmy, ze nie wprowadza si¢ ograniczenia, zgodnie z ktorym
wartoscig funkcji o nalezacej do Prop w dowolnym $wiecie w ma by¢
zbior indywiduoéw nalezacych do jego dziedziny Q(w) (w tym znaczeniu
mozemy takze mowi¢ w danym $wiecie mozliwym o wlasnosciach indy-
widuow, ktére nie sg w nim aktualne).

3. Modalny ultrafiltr jest korelatem semantycznym ogétu wiasnosci pozytyw-
nych.

Dla dowolnej ramy K = <W, D, Prop, O, R,F> okreslimy funkcje waluacji
zmiennych v tak, ze:

(1v) v(x) € D dla kazdej zmiennej x € [V

(2v) v(p) € Prop dla kazdej zmiennej ¢ € PV

Funkcj¢ v rozszerzymy na termy 7 i G:

(3v) V,, [M(7)](w) = D\ [W(1)](w)
4v) Y, [M(G)](w) = N;en a(w), dla kazdej funkeji o; € F

Gdy v i v’ sag dwiema waluacjami w K = <W, D, Prop, Q, R,F> i maja wszyst-
kie takie same warto$ci z mozliwym wyjatkiem dla x, bedziemy mowic, ze
v' jest x-wariantem waluacji v: v =* v'. Podobnie dla waluacji v i v/, z jedyna
mozliwg réznicg dla ¢: v =¢ v' (odp. v’ jest p-wariantem waluacji v).

Dla formul niezawierajacych predykatu £ indukcyjnie okreslimy pojecie spet-
niania.

Wyrazenie: (K, w) EY A czytamy: formuta A jest spetniona w Swiecie mozliwym
w ramie K przez wartoSciowanie v.

Dla dowolnej ramy K = <W, D, Prop, Q,R,F>, w € W i warto$ciowania v
mamy:

(1s) (K,w) FVtx wtw, gdy  v(x) € [v(t)](w)

(2s) (K,w) =Pt wtw, gdy  v(1) € F(w)

(B3s) (K,w)Evx =y wtw, gdy v(x)=v()

(4s) (K,w) EV—=A wtw, gdy  (K,w) #V A

(5s) (K,w) EvA—>B wtw, gdy (K,w) ¥ Alub (K,w) VB

(Dla pozostatych spojnikow prawdziwosciowych charakterystyka & jest stan-
dardowa).
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(6s) (K,w) ="V, A  wtw, gdy (K,w) E"" A dla kazdego v": v = v’ oraz
vi(x) € Ow)

(7s) (K,w) E"V, A wtw, gdy  (K,w) E"" A dla kazdego v’: v =¢ v’

(8s) (K,w) EVDOA wtw, gdy V., (WRw' = (K,w') EV A)

(Warunki dla formut z 3 i ¢ sa standardowe).

Zauwazmy, ze w odroznieniu od aktualistycznej interpretacji kwantyfika-
toréw wigzacych zmienne indywiduowe, przyjmujemy possybilistyczng kwan-
tyfikacje wtasnosci.

Teraz mozemy wyznaczy¢ takze waluacje termu E.

Niech v, bedzie dowolng waluacja zmiennych, dla ktérej v(x) = d. Wow-
czas:

(5v) Vy, [V(E)](w) = {d € D:(K,w) I=V; Vo(pEss.x — 0 3,px)}

(Teraz mozemy powtoérzy¢ kroki (1s) — (8s)).

Pojecie modelu zdefiniujemy tak, aby byto mozliwe uzywanie aktualistycz-
nych kwantyfikatorow dla zmiennych pierwszego rz¢du bez wprowadzania
ograniczen zwigzanych z uzyciem (APredl) (por. Cresswell 2001):

Niech K = <W, D, Prop, O, R,F>.
(K,v) jest modelem dla A € FOR wtw, gdy (K,w) =V A, dla kazdego w € W,
gdzie v(x) € Q(w) dla kazdego x € FIV(A).

Na podstawie wprowadzonych definicji odnotujmy, ze:

Fakt 2. (K,v), w ktérej R jest zwrotna i przechodnia w W, jest modelem teorii
aksjomatow logicznych.

Dowdd jest indukcyjny. Dla C1 — C3 bierzemy 3v, 4v, 5v oraz definicje
z 4u, 2u 1 8r.

Fakt 3. Para (K,v), w ktorej R jest zwrotna i przechodnia w W, jest modelem
aksjomatoéw specyficznych (A1) — (A6).

W dowodzie uzywamy: dla (Al) — 4u, dla (A2) — 7r, dla (A3) — 8r, dla
(A4) — 3u, dla (AS5) — 2u, dla (A6) — 6r.

Twierdzenie. Para (K, v), w ktorej R jest zwrotna i przechodnia w W, jest mode-
lem teorii 7Gyy.
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Zaproponowany formalizm ogranicza silng redukcje modalnosci S5 do
wybranego specyficznego kontekstu, ale tez nie trywializuje logiki funktorow
o i1 ¢. Jak pokazaliSmy, teoria TGy, posiada interpretacj¢ w aktualistycznej
semantyce $wiatow mozliwych. Te wlasnosci czynig jg by¢ moze podatng
na dalsze rozszerzenia, w ktérych bierze si¢ pod uwage nie tylko perfekcje
i realizujacy je Absolut, ale i inne kwalifikacje réznych od Niego indywidu-
o6w. Zgodnie z intencja Leibniza, teoria Absolutu (teofilozofia), jako sktadowa
racjonalistycznej metafizyki zachodniej, jest przeciez wlasciwa czescig onto-
logii (Perzanowski 1994b).
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Streszczenie

Prezentowane rozwazania sg efektem poszukiwania mozliwie stabej podsta-
wy formalnej dla modalnej wersji ontologicznego argumentu na konieczne
istnienie Boga, naszkicowanego przez K. Gddla. Dotychczasowe modalne
rekonstrukcje notatki Godla Ontologischer Beweis (1970) najczesciej opiera-
ja argumentacje Godla na réoznych kwantyfikatorowych rozszerzeniach logi-
ki modalnej S5 lub B. System S5, jako podstawa formalna zamierzona przez
samego autora, umozliwia okreslona konstrukcje argumentu ontologicznego,
jednak z drugiej strony ten sposéb rozumienia modalno$ci moze by¢ uwazany
takze za zrodto stabosci opartej na nim teorii Absolutu — redukcja modalno-
sci S5 (i B) moze dawaé okazje do formutowania krytyki w stylu Gaunilona.
Standardowe rozszerzenie S5 lub B do logiki kwantyfikatorowe;j jest uwiktane
w dalsze komplikacje: w odpowiednio rozbudowanej standardowej semantyce
$wiatow mozliwych rozstrzyga si¢, ze modele tych logik majg state uniwersum
indywiduow. Tymczasem to rozstrzygnigcie nie ma zwigzku z zasadniczym
problemem rozwazanym w formalizmie Godla. W proponowanej wersji argu-
mentu Godla ograniczam redukcje modalnosci S5 do wybranego specyficznego
kontekstu dotyczacego istnienia Absolutu. Logika, ktora pozwala zachowaé
konstrukcje argumentacji Godla, okazuje si¢ system S4. Otrzymang teori¢
wigze z semantyka $wiatdow mozliwych z mozliwie zmiennymi uniwersami.
Istnienie indywiduéw wyrazam za pomoca kwantyfikatora 3 interpretowanego
aktualistycznie, bez uzycia pierwotnego predykatu istnienia.
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Attempts to prove the existence (or non-existence) of God by means of abstract ontological
arguments are an old tradition in philosophy and theology. Godel’s proof [T2/T3] is a modern
culmination of this tradition, following particularly the footsteps of Leibniz. Gédel defines God
as a being who possesses all positive properties. He does not extensively discuss what positive
properties are, but instead he states a few reasonable (but debatable) axioms that they should
satisfy. Various slightly different versions of axioms and definitions have been considered by Goédel
and by several philosophers who commented on his proof (cf. [T2ITTITITO]).

Dana Scott’s version of Godel’s proof [I8] employs the following axioms (A), definitions (D),
corollaries (C) and theorems (T), and it proceeds in the following orderl

A1 Either a property or its negation is positive, but not both: Vo[ P(—¢) < =P (9)]
A2 A property necessarily implied

by a positive property is positive: VoV [(P(¢p) A OVz[p(x) — ¥ (z)]) — P(W)]
T1 Positive properties are possibly exemplified: Vo[ P(p) = OJxp(x)]
D1 A God-like being possesses all positive properties: G(z) + Vo[P(p) — ¢(x)]
A3 The property of being God-like is positive: P(G)
C Possibly, God exists: 0JxG(x)
A4 Positive properties are necessarily positive: Vo[P(¢) — O P(¢)]

D2 An essence of an individual is
a property possessed by it and
necessarily implying any of its properties: ¢ ess. x <> ¢(x) AV (¢ (z) = OVy(P(y) — P(y)))

T2 Being God-like is an essence of any God-like being: Vz[G(z) = G ess. 7]
D3 Necessary existence of an individual is

the necessary exemplification of all its essences: NE(x) < Vo[¢ ess. x — OFyo(y)]
A5 Necessary existence is a positive property: P(NE)
T3 Necessarily, God exists: O03zG(z)

Scott’s version of Godel’s proof has now been analysed for the first-time with an unprecedent
degree of detail and formality with the help of theorem provers; cf. [I7]. The following has been
done (and in this order):

— A detailed natural deduction proof.

— A formalization of the axioms, definitions and theorems in the TPTP THF syntax [20].

— Automatic verification of the consistency of the axioms and definitions with Nitpick [g].

— Automatic demonstration of the theorems with the provers LEO-II [5] and Satallax [9].

— A step-by-step formalization using the Coq proof assistant [6].

— A formalization using the Isabelle proof assistant [16], where the theorems (and some additional
lemmata) have been automated with Sledgehammer [7] and Metis [15].

* This work has been supported by the German Research Foundation under grant BE2501/9-1.

3 A1, A2, A5, D1, D3 are logically equivalent to, respectively, axioms 2, 5 and 4 and definitions 1 and
3 in Godel’s notes [12I13]. A3 was introduced by Scott [18] and could be derived from Godel’s axiom 1
and D1 in a logic with infinitary conjunction. A4 is a weaker form of Godel’s axiom 3. D2 has an extra
conjunct ¢(x) lacking in Godel’s definition 2; this is believed to have been an oversight by Godel [14].
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Godel’s proof is challenging to formalize and verify because it requires an expressive logical
language with modal operators (possibly and necessarily) and with quantifiers for individuals and
properties. Our computer-assisted formalizations rely on an embedding of the modal logic into
classical higher-order logic with Henkin semantics [4/3]. The formalization is thus essentially done
in classical higher-order logic where quantified modal logic is emulated.

In our ongoing computer-assisted study of Gédel’s proof we have obtained the following results:

The basic modal logic K is sufficient for proving T1, C and T2.

— Modal logic S5 is not needed for proving T3; the logic KB is sufficient.

Without the first conjunct ¢(x) in D2 the set of axioms and definitions would be inconsistent.
— For proving theorem T1, only the left to right direction of axiom A1l is needed. However, the
backward direction of Al is required for proving T2.

This work attests the maturity of contemporary interactive and automated deduction tools
for classical higher-order logic and demonstrates the elegance and practical relevance of the
embeddings-based approach. Most importantly, our work opens new perspectives for a computer-
assisted theoretical philosophy. The critical discussion of the underlying concepts, definitions and
axioms remains a human responsibility, but the computer can assist in building and checking rig-
orously correct logical arguments. In case of logico-philosophical disputes, the computer can check
the disputing arguments and partially fulfill Leibniz’ dictum: Calculemus — Let us calculate!
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